Rozdzial IT

CIAGI NIESKONCZONE

§ 2.1. UWAGI OGOLNE O CIAGACH

Jezeli kazdej liczbie naturalnej n zostanie przyporzadkowana jedna liczba rzeczywista
u,, to mowimy, Ze zostal okreSlony nieskorczony ciqg liczbowy.
Ciag nieskorniczony zapisuje si¢ w postaci

Ui, Upy ooy Uy, .. Jub {u,).

Liczby u,,u,, ... nazywamy wyrazami ciqgu {u,}; symbol u, nazywamy wyrazem
ogdlnym tego ciagu.

Ciag nieskonczony {u,} ma granice g, jezeli dla kazdej liczby dodatniej ¢ mozna znalezé
W clagu (istnieje w ciggu) takie miejsce N, ze dla kazdego n> N zachodzi nieréwnoséc

|u,—g|<s.
Zamiast stow: ,ciag {u,} ma granice g”’, méwi si¢ réwniez: »ciag {u,} dazy do granicy g
Zapisujemy
u,—g, gdy n—»oco, lub limu,=g.

n— oo

Moéwimy, Ze ciag nieskoficzony {u,} ma granice co (plus nieskoficzonosé), jezeli dla
kazdej liczby M >0 mozna znalezé w ciagu (istnieje w ciagu) takie miejsce N, Ze dla kazdego
n2N zachodzi nieréwnosé

u,>M.
Zamiast stow: ,,ciag {#,} ma granicg + 00", méwi sie réwniez: »ciag {u,} dazy do plus nie-
skoficzonosci”. Zapisujemy

u,—»00, gdy n—»oo, lub limu,=0.

N ag

Méwimy, Ze cigg nieskoficzony {u,} ma granice —oo (minus nieskoriczono$é), jezeli
dla kazdej liczby M >0 mozna znalezé w ciagu (istnicje w ciagu) takie miejsce N, ze dla
kazdego n> N zachodzi nieréwnoéé

u,<—M.

Zamiast stéw: ,ciag {u,} ma granice —c0”, méwi sig réwniez: ,,ciag {u,} dazy do minus
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nieskonczonoéci”. Zapisujemy

u,——w, gdy n—»oo, lub limu,=—oco.
[ - ]

Nie kazdy ciag nieskoficzony ma granice, na przyklad cigg nieskonczony 1, 2, 3, 1, 2,
3, 1, 2, 3, ... nie ma granicy.

Ciag nieskoniczony, kt6éry ma granicg skoficzona, nazywamy ciggiem zbieznym. Wszyst-
kie inne ciagi nieskoniczone nazywamy ciggami rozbieinymi, w szczegolnosdci jezeli ciag
{u,} dazy do + o0, to méwimy, Ze jest rozbiezny do plus nieskoriczonosci i podobnie mowimy
o ciagu rozbieinym do minus nieskoriczonosci.

Zmiana skoriczonej ilodci wyrazéw ciagu nieskonczonego nie wplywa na istnienie
granicy ciggu ani na jej wartosc.

ZADANIE 2.1. Obliczyé granice ciagu o wyrazie ogélnym

2n®—3n+5
T 34+Tn—6n%"

Rozwiazanie. Dzielac licznik i mianownik przez najwyisza pot¢ge zmiennej na-
turainej (!) wystepujaca w mianowniku ulamka, tj. przez n?, otrzymujemy
2n* 3n 5 3 5

=t 2——+5
nz n2 nz n ﬂz

3 n 6n: 3 7

SH—g—— —gt+——b
n n: n* nt n

Uy

Do licznika i mianownika stosujemy twierdzenie:
(2.1.1)  Jezeli cigg {a,} ma granice a i ciqg {b,} ma granice b, to ciqg {a,+b,} ma
granice a-+b.

Zauwarmy, Ze przy n—oo mamy 3/n—0, 5/n*—0, 3/n*—>0, 7/n—0. Granica licznika
jest wiec 2—0+0=2, a granica mianownika 0+0—6=—6.

Nastepnie stosujemy twierdzenie:
(2.1.2)  Jezeli ciqg {a,} ma granice a, ciag {b,} ma granice b, przy czym Zaden z wyrazéw
ciagu {b,} nie réwna sie zeru, ani te: jego granica b nie jest réwna zeru, to ciqg ilorazéw
{a,[b,} ma granice alb.

A wiec

W ten sam sposéb postepujemy zawsze, gdy licznik i mianownik sa wielomianami
tego samego stopnia wzglgdem n. Ogdlnie biorac, prawdziwe jest nastgpujace twierdzenie:
(2.1.3)  Jezeli licznik i mianownik ulamka sq wielomianami tego samego stopnia wzgledem
zmiennej naturalnej n, to granica takiego ulamka przy n—co réwna si¢ stosunkowi wspél-
czynnikéw przy najwyiszych potegach n.

{!) Tzn. zmiennej przybierajacej wartoéci liczb naturalnych.
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ZADANIE 2.2. Obliczyé granice ciagu o wyrazie ogdlnym
4n—5n+1
ST fant -4
Rozwigzanie. Podzielmy licznik i mianownik przez najwyzsza potege Zmiennej

naturalnej » wystgpujgca w mianowniku ulamka, tj. przez »°; po skréceniu poszcze-
gélnych utamkéw powstatych w liczniku i mianowniku otrzymujemy

4 5 1
2T AT §
0
u=:+g :-r—:-;—»--O, gdy n—oo0
n® n®

A wiec granica danego ciagu jest 0.

Ogodlnie biorac, prawdziwe jest twierdzenie:
(2.1.4)  Jezeli mianownik ulamka jest wielomianem stopnia wylszego wzgledem zmiennej
naturalnej n anizeli licznik, to granica takiego ulamka przy n— oo rowna sig zeru.

ZADANIE 2.3. Obliczyé granicg ciagu o wyrazie ogdlnym

2nt—5n+8
= 53

Rozwiazanie. Podzielmy licznik i mianownik ulamka przez najwy2sza potege Zmien-
nej naturalnej » wystepujaca w mianowniku ulamka, tj. przez n; po skréceniu utamkow
w liczniku i mianowniku otrzymujemy

8
2n—-54—
n
u,=
3
15——
n

Gdy n—co, licznik rosénie nieograniczenie, a mianownik dazy do 15, a wiec dany ciag
ma granic¢ -+ oo.

Mamy twierdzenie:
(2.1.5)  Jezeli licznik ulamka jest wielomianem wzgledem zmiennej naturalnej n stopnia
wyiszego niz mianownik, to gdy n— oo, warto$¢ bezwzgledna ulamka dqzy do nieskonczo-
nosct.

ZADANEE 2.4. Obliczyé granice ciagu o wyrazie ogdlnym

(0,99)"
T on+l

Ay

Rozwiazanie opieramy na wiadomosciach o ciagu geometrycznym. Ciag o wyrazie
ogélnym u,=¢" ma skoficzona granicg tylko dla —1<g<I, przy czym:
(2.1.6) Jezeli —1<g<1, to lim g"=0.

n-+o

(1.7 Jeieli g=1, to ¢"=1, wigc limg"=1.

n—+a
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W my$l wzoru (2.1.6) licznik badanepgo utamka ze wzrostem n daZy do zera, a mia-
nownik ro$nie nieograniczenie, wigc granica utamka jest O:

lima,=0.

R—=a0

ZADANIE 2.5. Obliczyé granicg ciagu o wyrazie ogdlnym

u,=v4n*+5n—7—-2n.

Rozwigzanie. Bezpoérednie wnioskowanie z postaci wyrazu u, jest trudne, bo za-
rowno odjemna, jak i odjemnik rosng nieograniczenie ze wzrostem n. Przeksztalémy to
wyrazenie korzystajac z nastgpujacego wzoru algebry elementarnej:

a’—b?

at+b

(v4n? +5n = 7)* —4n* 5n—17
u,= e = .
Va2 +5n—7+2n  Jan*+5n—-T+2n

Dzielimy teraz licznik 1 mianownik przez »n pamietajac o tym, Ze aby podzieli¢ pierwiastek
kwadratowy przez n, nalezy wyraZenie podpierwiastkowe podzielié przez n?. Nastgpnie
stosujemy twierdzenie:

a—-b=

Otrzymujemy

(2.1.8)  Jezeli ciag {a,} o wyrazach nieujemnych ma granice a, to ciqg {i/a,}, gdzie p
jest ustalong liczbq naturalng, ma granice %/a.
Jest wigc

7
5 —
n 5 5

- =-—, gdy
5 7 442 4
/4+——-;+2 Va
n n

. . . e 0 e w ’ 5
Poszukiwana granica istnieje i jest réwna 3.

n—oo.

U,=

ZADANIE 2.6. Obliczyé granice ciggu o wyrazie ogélnym

u,=n3+2n? +a—Vnd+1.
Rozwigzanie. Przeksztalémy dane wyraZenie korzystajac z rozkladu roznicy szes-
cianéw
a’—b*=(a—b)(a’+ab+b?),
skad

Otrzymujemy
(n*+2n* +4)—(n® +1)

u"=3/(n3+2=n2+4)’+{/(n3+2n’ +AE+D+VE +1)F
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Po wykonaniu redukcji licznik utamka przybiera posta¢ 2n* + 3. Podzielmy licznik i mia-
nownik przez taka pot¢ge n, aby w mianowniku otrzymaé wyraZenie, ktérego granica
jest liczba skoriczona, rézna od zera. Widoczne jest, Ze w tym przykladzie taka potgga
jest n?.

Zauwaimy, Ze:

1° aby podzieli¢ pierwiastek szeScienny przez n?, nalezy wyraZenie podpierwiastkowe
podzieli¢ przez (n?)?, tj. przez n®;

2° aby podzieli¢ kwadrat wyraZenia przez n®, mozna samo wyrazenie podzieli¢ przez n®;

3° aby podzieli¢ iloczyn dwdch czynnikéw przez nS, wystarczy podzieli¢ kazdy z tych
czynnikéw przez »’.

Po podzieleniu licznika i mianownika przez n* przy zastosowaniu podanych regul
i po skréceniu poszczegdlnych utamkdéw otrzymujemy

2+3

u,= e .
s 2 4V 2 4 1 1\
l+—+—) +/|[1+—+35){1+=5)+3{ 1+
R n n n n n

Przechodzac do granicy otrzymujemy ostatecznie

2 2

lim u,= =—
n=+an 1+1+1 3

ZADANIE 2.7. Obliczy¢ granice ciagu o wyrazie ogdlnvm

32ﬂ+1_7

Uy=—"—.
9"+4
Rozwigzanie. Zwréémy uwage na to, ze 3%"*'=32".3'=(3%)"-3=9"-3. Wyraz
ogélny ciagu mozZemy napisa¢ w postaci
3-9"-7
Uy =—
9" +4

i po podzieleniu licznika i mianownika przez 9" otrzymujemy

7
3 —
98
Uy, == 4—>—=3, gdy n-—-o.
1+—
9I'l

Granica ciagu istnieje i jest rowna 3.

ZADANIE 2.8. Obliczy¢é granice ciagu o wyrazie ogllnym

u,=3"+5"+7".
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Rozwiazanie. Zwréémy uwage na oczywista nierownosé
<3+ + T < 4T+ T,
z ktérej wynika, ze
VI<V34+5"+7°<V3 7", cyli 1<V 1517 <73,

Zastosujemy tu tzw. twierdzenie o trzech ciqgach:

(2.1.9)  Jezeli wyrazy ogdine trzech ciggéw {a,}, {u.}. (by} speiniajq dla n = n, nieréwnos¢
a,<u,<b,
i jezeli ciqgf tan} 1 {b,} majq wspéing granice g, fzn.
lima,=lim b,=g,
to ciqg {u,} ma te samq granice, nczo;li J
lmu,=g.
Wyrazy badanego ciagu {u,} sa zawarte pomiedzy odpowiednimi wyrazami a,=7
i by=7%/3 dwdch ciagéw, tzn. a,<u,<b,. Opierajac sic na wzorze
(2.1.10) limi/p=1 dla a>0

B0

mamy lim b,=7-1=7; jest tez oczywiicie lima,=7, a wiec rowniez lim u,=7. Osta-

n=+ o n—+aw n—oo

tecznie otrzymujemy
Uy= 3" +5" T 7 , gdy n-—oo.

ZADANIE 2.9. Obliczyé granicg ciagu o wyrazie 0gllnym

4\"
u,,=(1+——) .
n

Rozwiazanie. Gdy n—oo, wowcezas 4/n—0, a wigc 1+4/n—1. Mogloby sie wobec
tego wydawac, Ze granicg ciagu {u,} jest liczba 1. Wnioskowag jednak w ten sposéb nie
wolno, poniewaz w danym przypadku jednocze$nie ze zmiana podstawy potegi zmienia
si¢ wykladnik potegi.

Aby znaleZ¢ granice ciagu, przypomnijmy sobie jeden z podstawowych wzoréw teorii
granic:

1 n
(2.1.11) Hm (1+—~—) =e,
n-+ oo n
gdzie e=2,71828... jest podstawa logarytméw naturalnych.
Mamy takre wzér ogélniejszy
1
(2.1.12) lim (1+a,)"=e, jezeli lima,=0 i a,0.

n—+om n—+ow
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Weimy pod uwage nasz ciag, przeksztalcony w nastgpujacy sposob:

u=|(1 ‘*%)%T'

Podstawiajac we wzorze (2.1.12) a,=4/n otrzymujemy, Zze granica ciagu {i,} jest ¢*.

Zapanig 2.10. Znalezé granice ciagu o wyrazie ogolnym

U, = .
n+1
Rozwiazanie. Przeksztalémy ulamek dzielac licznik i mianownik przez m; mamy

wowczas
1 \" 1

uﬂ: =

1 1y
1+—) {1+—
n n

Gdy n—o0 mianownik daizy do e, na podstawie wzoru (2.1.11) zadania poprzedniego,

a wiec
. B 1
lim = —
n-roo(n + 1) e

ZADANIE 2.11. Obliczy¢ granicg ciggu o wyrazie ogdlnym

o1
U, = | —.
n

Rozwiazanie. Gdy n—o, to 1{n—0 i mogloby si¢ wydawac, Ze granica ciagu {u,}
jest liczba 0. Ale tak nie jest, gdy2 jednoczesnie ze zmniejszaniem si¢ liczby podpierwiastko-
wej stopien pierwiastka n roénie nieograniczenie, co wplywa na powigkszenie si¢ wyrazow
ciggu poczawszy od u;. Jest bowiem

1 1
<<---—

J—ﬁ Vn

Granice rozwazanego ciggu obliczamy na podstawic jednego z podstawowych wzoréw
teorii granic:

(2.1.13) lim Vn=1
Zatem '
i 1 1
]lm ._l-_llm —=1

A n -*oo\/;

ZADANIE 2.12. Wykazaé, Ze jezeli dla ciagu {u,} istnieje granica

- un +1
lim

=g<1,

n-o un

to lim u,=0.

R
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Rozwiazanie. Wezmy pod uwage ciag bezwzglednych wartoéci wyrazéw danego
ciggu: {|u,|}. Ciag ten od pewnego miejsca musi by¢ malejacy, poniewaz na podstawie
definicji granicy dla kazdego ¢ istnigje takie N, Ze

Upy

<g+e dla nz=N.

n

Weimy e tak male, aby g+e<1; wtedy

LSS
U,

<1 czyli Iu,,+1| <|u,|.

Ciag {|u, }, jako malejacy i ograniczony liczba 0, musi mie¢ granice nieujemna, skonczona,
Twierdzimy, Ze granica ta musi by¢ 0, gdyz jesli |u,| »g#0, to

un+1| I“n+1' g
= S —1xg,
T |~ ] g Y

Iun-l-ll_’g i

wbrew zalozeniu.
Wykazalismy wigc, ze {u,|—0, a tym samym i #,—0, poniewaz —|u,|< u, < |u,).

Uwaga. Podobnie moina wykazaé, ze jezeli dla ciagu {u,} istnieje

u
£’=q>1’
u,

to {u,|—+co0, a wigc ciag {u,} jest rozbieZny.

lim

n=x

ZADANIE 2.13. Obliczyé

Jim
n—co 2
Rozwigzanie. Mamy
n'? (n+1°
un=?’ skad  u,yq = AT
Obliczamy
1 10
14—
1m ——= =]l =
P un HT:S 2n+1nlO ni 2 2 ?

a wiec, na podstawie poprzedniego zadania,

nIO

lim — =0.

n—+oo 2”

ZADANIE 2.14. Kapitat k= 1000 zt podlega oprocentowaniu po p=69, rocznie w ciagu
t =3 lata. Obliczy¢ kapital koncowy:
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a) gdy odsetki sa dopisywane do kapitalu w koricu kazdego roku;

b) gdy odsetki sa dopisywane do kapitatu m razy w roku co 1/m roku (obliczy¢ dia
m=12);

¢) gdy oprocentowanie odbywa si¢ w sposéb ciagly, tzn. gdy m—o0.

Rozwiazanie. Mamy

p i
K =k 1 _— ’
3 K ( +100) |

) mt
b Ka ( 100m)

p - P 100m/ppt/100
K=lim K, = li 14+——— ) =kl 14— = ke"/1%,
© A0 B ...‘flk( +100m) ,..‘fi[( 100m) ’] ¢

O_bliczenia:

6 3
K. =1000( 1 +— ) =1191,02,
2) i ( +100)

6 12-3
b K..=1000{14+——) =11962z,
) Ki ( 1200) 2

¢) K =1000¢5%/1%°=1197,22t.
ZADANIE 2.15. Po zamknigciu obwodu elektrycznego, zawierajacego oporno$¢ czynng

oraz indukcyjnosé, natgzenie pradu zmienia sie wedtug réwnania i=15(1 —e~ %), Obliczy¢
natezenie pradu w chwili =0 oraz graniczng warto$¢ nateZenia przy f—o0.

Rozwigzanie. Dla =0 mamy i=0, a dla t—c0 mamy

i=15lim(1—e"*)=15.
t=o0
~ ZADANIE 2.16. W przypadku oporow polaczonych jak na podanym rysunku 2.1 oporno$¢
wypadkowa wyraZa si¢ wzorem

R,R
R=———+R;. Y -
R1+R: A 8

Wyznaczyé przedzial, w ktorym zmienia si¢ oporno$¢ wy-
padkowa R, gdy opornik R, bedzie regulowany od 0 do <o. Rys. 2.1
Wykonaé obliczenie dla R,=21i R;=3.

Rozwigzanie. Zbadajmy pochodna dR[dR,.

dR _Ry(R +R,)—RyR, R}
dR, (Ri+R)*  (Ry+R)*

Poniewaz pochodna ta jest stale dodatnia, wiec ze wzrostem R; oporno$é wypadkowa R
rosnie.
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Gdy R,=0, oporno$¢ wypadkowa wynosi R=R,=3. Aby obliczy¢ do jakiej granicy
dazy R, gdy R,— o0, obliczamy

li ( 2R, +3) li 2 +3}=5
im = im j--—————— E P
Rz~ Rz R~ 2 +1

R,
A wiec gdy oporno$¢ R, zmienia si¢ od 0 do oo, oporno$é wypadkowa R rosnic od 3do 5
omow.

Zadania

Obliczy¢ granicg ciagu o wyrazie ogélnym (zad. 2.17 - 2.40):

n 4n-3

20170 un=——. 2-18- Mn= .
n+1 6—5n

219 n®—1 220, 4 — 2nd—4n—1

S M EIT e 3 —n

2.21. u,,=(_'1—2(ﬁf—). 4222, u, = (2n—1) _

3n® +5 (4n—1)(3n+2)
2n—1)? 3 10

223, = . . +2.24, y——
(4n—-1)’(1-5n) n In
-1)" 2n—3\?

225, u =72 2.26. u,=(- " .
2n—1 3n+1
5n—2\° Jn+3)?

2.27. u,={—2) . 228, u =V
3n—1 n+1
n—2 n—10

2.29, u,= . 2.30. u,= .
3n+5 3
—-0,8)" 2—5n—10n?

231, 4 =% 232, y, =0
2n—5 In+15
2n+(—1)" 1+2n2—v1+4n?

233, u =tV V2.34. u,‘=f+ woyltan®

n n

3n—2 1
235, u,=_ o= 2.36. u, =3/
n+10 8n+10
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n2+4 \an—l.

2.37- u'= . 2.38. T
3n-2 ¢ Vn+1.
n
239, u,=

1
—— . 240. u, = )
8 —n—n “n Van? +7n—2n

Opicrajac si¢ na zadaniach 2.5 i 2.6 obliczy¢ granice ciggu o wyrazie ogdlnym (zad
241-247):

241. u,,=\f_n+_2—\f;. 242, u,,=\/n_2+_nv—n.

2.43. u,=n—n’+5n. ' 2.44. u,=~/3n> +2n—5—n~/3.
2.45. u,=3n—ms. 2.46. u"=m—n.

247, u,=nV2-V2n* +5n> 1.

Opierajac si¢ na zadaniu 2.7 znalez¢ granicg ciagu o wyrazie ogélnym (zad. 2.48 - 2.53):

248 u =t 249, =S =1

A8, up=—p— A9 U=
3-22%2 10 —g!

2.50. u,= E-:-I;_l-—_‘_—i—. 2.51. u,,=—7-ﬁ_l—.
2n+l_3u+2 3 n2n+l_1

2.52. U,= -———3—";—2——-’ 2.53. u,= "5‘ "ém:'__f.

Opierajac sig na zadaniu 2.8 obliczy¢ granicg ciggu o wyrazie ogélnym (zad. 2.54 - 2.57):

2.54. u,=~/3"+2". 2.55. u,=~/10"+9"+8".

ni— 1 R
2.56. “"?‘/10100_"/?67‘"""" 2.57. u,=VE" +@"

Obliczyé granicg ciggu o wyrazie ogolnym (zad. 2.58 - 2.63):

1424...+n
2.58. u,=——F5—.
n

Wskazéwka. Oprzed sig na wzorze (por. zad. 1.59):

n(n+1)
—

1424+ ... +0n=

12422+, +n?
2.59. u,= -3
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Wskazéwka. Oprze¢ si¢ na wzorze (por. zad. 1.56):

12422+, +n2=n(n+1)6(2n+1).

134234, 4+n°

n4

2.60. u,=

Wskazowka. Oprze¢ sie na wzorze (por. zad. 1.62):

n(n+1)\*
=

13+23+...+n3=(

1 1 1
T+t +—

2 4 2" 1 24 +a"

261, u,— . 262, uy= o2 ¥ ta
PELI 142l 4
373277y 4716w

1 2 n
2-630 u,,= ";'I'k-+';lT+--. +? .

Opierajgc sig na zadaniu 2.9 znaleZ¢ granice ciagu o wyrazie ogélnym (zad. 2.64—-2.70):

2\ 1y
2.64. u,'=(1 +—‘) . 2.65. Unz(l'——z) .
n n

n+5\' 3\
2.66. u,,=(-—-) . 2.67. u,,=(1——) .
n n
4 -n+3 2+6 n
2.68. u,,=(1-———) 2.69. u,,=(n i ) .
n n
270, 1< n?4+2\"
70, u,= wiil)
Obliczy¢ granicg ciagu o wyrazie ogélnym (zad. 2.71 - 2.90):
27, u,=vn+vn—vn-vn. ~2.72. u,,=\/n(n—\/n2_1).
2.73. u,=n(v2n? +1-2n%-1). 274, u,=2n>_3n2 +15.
Vn
2.75. u,=+/n""—2n% +2. 2.76. u,= .
Jntvnt g,
1 3 3n n
2.77. u,=-—cosn’— . 2.78. u,=2""acosnn.
2n 6n+1

nsinn!
n*+1

2.79. u,=
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280 (sinin) n + 2n n
80. u,=(sinn! .
T PR TR M
2n n+1 n n(-1)
2-81. - C - -
I 1 w1 1-2n n*+1
3
In (1 + —)
2.82. u,=n(In(n+1)—Inn). 2.83. u,= "7
n
log, n® gloss
2-84- = - 2085. n
u, logsn u 4]03 n
glog, 27103, n
2.86. u,=—1—. 2.87. u,=——
= ST
n! 21! . 32n
2.88. U,=—, - 2.89. u,=
n n!

o180 )0-2)-(-2)

1
Wskazéwka. Kazdy czynnik postaci I_P przedstawi¢ w postaci

kz—l_k-—l k+1
Kk k

a nast¢pnie uproscic¢ iloczyn.
2.91. Okazaé, ze jezeli Vu,|=g<1, to u,—0.
2.92. W tréjkat réwnoboczny o boku a wpisano k, okregdéw o jednakowych promie-

niach r, tak jak na rysunku 2.2. Niech S, oznacza suing pdl tych okregéw, a S oznacza
pole danego tréjkata. Znaleié granice stosunku S, /S przy n—co.

Rys. 2.2 Rys. 2.3

2.93. W prostokat wpisano k, okr¢gdw (jak to podano na rysunku 2.3) o jednako-
wych promieniach. Niech a i b oznaczaja dlugoéci bokéw prostokata, a af2n promien
wpisanych okregéw. Znalezé granicg stosunku S;,/S przy n-»oo, jezeli Sy, oznacza pole
k, wpisanych okregéw, a S pole danego prostokata.
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2.94. Odcinek AB o diugoici d podzielono na n réwnych czesci (rys. 2.4). Na kazdej
z nich z pominigciem pierwszej i ostatniej zbudowano réwnoboczne trdjkaty. Obliczy¢
granicg pdl S, i obwodéw P, otrzymanej figury przy n— oo.

_ INNNNNNNNNANA

B

Rys. 2.4

2.95. Punkt P, dzieli odcinek AB o diugosci / na dwie réwne czgéel; punkt P, dzieli
odcinek AP, na polowy, punkt P, dzieli odcinek P, P, na polowy; punkt P, w ten sam
sposob dzieli odcinek P, P itd. Okresli¢ graniczne potoZenie punktu P, przy n—oo.

2.96. Pewna reakcja chemiczna przebiega w ten sposéb, ze przyrost ilosciowy sub-
stancji w kazdym przedziale czasu 7 jest proporcjonalny do diugosci przedzialu i do po-
czatkowej ilodci materii znajdujacej si¢ w poczatku tego przedziatu. Zakladajac, ze w chwili
rozpoczgeia reakeji ilos¢ substancji wynosila Q,, okredlié jej ilos¢ 0™ po uplywie czasu
t, jezeli t=tjn. Znalezé Q,= lim Q.

n—+ o



